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Introduzione

Le attivita previste dal Dipartimento di Ingegnerill'Informazione e Matematica
Applicata dell’'Universita di Salerno nell’ambito Idprogetto Cresco, inquadrate n8P II1.3
Modelli e Strumenti di supporto alla Ottimizzazione e Riconfigurazione delle Reti,hanno
riguardato I'analisi e lo sviluppo di schemi nunesead hoc per la discretizzazione delle equazioni
differenziali alle derivate parziali (leggi di carsazione) che sono alla base del modello
fluidodinamico sviluppato per la descrizione des8i di pacchetti su una rete di telecomunicazioni.

La rete, infatti, viene descritta da un numerotdirdi linee di trasmissione modellate da

intervalli [81-, b] (con uno dei due estremi possibilmente infinitog¢ si incontrano in qualche nodo

(routers) che riceve e invia informazioni in foratigpacchetti.
La dinamica su ogni singola linea della rete vidascritta da un sistema costituito da una legge di
conservazione, in cui la quantita conservata e dasith di pacchettgp e da un’equazione
semilineare che descrive I'evoluzionendi
{pt +1(p), =0,
T +v(p)1T, =0,
dove p e la densita dei pacchetti (numero di pacchettupéa di spazio) edf = p v(po) e il flusso

(numero di pacchetti per unita di tempo), cofp) velocita di trasmissione dei pacchettir @ il

vettore che descrive la tipologia di traffico ci@epercentuale di pacchetti che vanno da una data
sorgentes ad una determinata destinaziahe

Poiché I'obiettivo & quello di modellare reti comgde € stata risolta la dinamica ai nodi in cuitenol
linee si intersecano. Il passo principale per $aluzione del Problema di Cauchy ai nodi consiste
nella risoluzione del problema di Riemann, problein@auchy con dati iniziali di tipo Heavy-side.
Per simulare il modello & stato necessario trattaraericamente i problemi di Riemann. Si é fatto

ricorso, pertanto, ad opportuni metodi numerici.

E’ stata definita, quindi, una griglia numerica R" x(0,T)

At
tn+1

t

At
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Xj-1 X Xjn



in cui Ax € l'ampiezza spaziale della grigliéat e l'ampiezza temporale della griglia,
(X t,) =(mAx M) per nON e mOZ sono i punti della griglia.

Tale discretizzazione viene utilizzata per entramivietodi numerici utilizzati per il modello di
telecomunicazioni: il metodo di Godunov ed il metadnetico, che verranno illustrati in dettaglio
nell’'ultima parte di questo documento.

I documento e articolato in tre parti. Nella priparte del documento verranno illustrati i
metodi numerici per equazioni iperboliche linealn particolare si andra a considerare
I'approssimazione numerica con il metodo delleatéhze finite che, da un punto di vista storico, e
stato il primo metodo ad essere usato per equatzidi@renziali alle derivate parziali di tipo
iperbolico. Nella seconda parte verranno illustratietodi numerici per equazioni iperboliche non
lineari. In particolare saranno introdotti alcuseenpi di problemi iperbolici non lineari e saranno
illustrate alcune proprieta caratteristiche di f@oblemi, la piu rilevante essendo quella di poter
ammettere soluzioni discontinue anche nel casatiabntinui. Infine, nell'ultima e terza parte,
verranno illustrati nel dettaglio i metodi numerper il modello di telecomunicazioni, ovvero lo

schema numerico di Godunov e lo schema numeri@iicn



1 Metodi numerici per equazioni iperboliche lineari

1.1 Un problema di trasporto scalare

Consideriamo il seguente problema iperbolico sealar

@+a@=0, t>0, xtd ,
ot 0X (1.2)
u(x0)=uw(x, xd0,
dove alll] \{O} . La soluzione del problema é un’onda viaggiantewlocitaa data da:
u(xt)=y(xaj, t=0.

Consideriamo le curvex(t) nel piano (x,t), soluzione delle seguenti equazioni differenziali

ordinarie:
dx =a, t>0,
dt
x(0) = %,

al variare dix, OC .

Tali curve sono dettBnee caratteristichgo spesso semplicemente caratteristiche) e lusge k&
soluzione rimane costante in quanto:

%:@-{-@ixzo_

dt ot ox dt

Si considera il problema piu generale:

@+a%+a{,u: f, t>0, xUO ,
ot  ox (1.2)

u(%0)= (¥, 0.
dove a, g, f sono funzioni assegnate nelle varialfif,t), le linee caratteristiche(t) sono le

soluzioni del problema di Cauchy:

%=a(x,t), t> 0,

X(0) = %,.
In tal caso, le soluzioni di (1.2) soddisfano Igusnte relazione:
d
Sulx(9.9= 1(4(9.9-a (). ). )

E quindi possibile ricavare la soluzioneisolvendo un’equazione differenziale ordinariacgni
curva caratteristica (tale approccio porta al asitbmetodo delle caratteristiche



Consideriamo ora il problema (1.1) in un intervdikoitato. Ad esempio, supponiam)oD[O,]] e

a>0. Poichéu é costante sulle caratteristiche, dalla Fig. ideduce che il valore della soluzione

nel puntoP coincide con il valore diu, nel “piede” B, della caratteristica uscente &a La

caratteristica uscente dal pur@oinvece, interseca la rette=0 pert >0. Il punto x=0 e, quindi,
di inflow ed in esso e necessario assegnare il valote 8i noti che se fossa<0, il punto di

inflow sarebbex =1. Facendo riferimento al problema (1.1), € oppartasservare che 3¢ fosse
una funzione discontinua nel puntg,, allora tale discontinuita si propagherebbe lurigo
caratteristica uscente dg (questo processo puo essere formalizzato rigorestendal punto di

vista matematico, introducendo il concettsdiuzione debolper i problemi iperbolici).

Figura 1.1 Esempi di linee caratteristiche uscenti dai pBraiQ

Per regolarizzare le discontinuita, si potrebberaggimare il dato iniziale,, con una successione
di funzioni regolari ug(x), £>0. Questo procedimento & efficace, perd, solo sprablema

iperbolico € lineare. Le soluzioni di problemi ipelici non lineari possono, infatti, sviluppare

discontinuita anche per dati iniziali regolari (c®msi vedra in seguito). In questo caso, la strategi
(cui si ispirano anche i metodi numerici) € qualiaegolarizzare I'equazione differenziale stessa
piuttosto che il dato iniziale. In tale prospettigapuo considerare la seguente equazione pacaboli

di diffusione e trasporto:

£ > 2
du +aau :£a ug, t>0, xO0
ot 0X 0

per piccoli valori die >0.



Essa & la regolarizzata parabolica dell'equaziohd).( Se si poneu®(x0)=u(X, si pud
dimostrare che:

o, _ _
lim u (xt)=w(x-af, >0, x3L .

1.2 Il metodo delle differenze finite

Considereremo, per semplicita, il caso del problé¢®), conf = 0. Per risolverlo numericamente,

si possono utilizzare discretizzazioni spazio —derali basate sul metodo delle differenze finite. |

tal caso, il semipianeﬁt >O} viene discretizzato scegliendo un passo tempahaleun passo di
discretizzazione spazialtee definendo i punti di grigli;(ixj, t”) nel seguente modo:

x; = jh, jO0, t" =nAt, nO0 .

Sia:
P
h
e definiamo:
h
X =X +—.
2

Cerchiamo soluzioni discretd' che approssimano(xj, t“) per ognij en.

| problemi ai valori iniziali iperbolici sono spesdiscretizzati rispetto al tempo con metodi
espliciti. Questo, naturalmente, impone delle rasimi sui valori di A, restrizioni che i metodi
impliciti di solito non hanno.

Un qualsiasi metodo esplicito alle differenze njer il problema (1.1) puo essere scritto nella

forma:

=y —)I( Hoyo = HY l,2), (1.3)

J
doveH,,,=H (uj v +1) , essenddH (L) il flusso numerico
Lo schema numerico (1.3) nasce dalla seguente dermagione. Supponiamo chesia costante e
scriviamo I'equazione (1.1) in forma conservati8aha che:

ou  d(au)
ot 0X
doveaurappresenta flussoassociato all’equazione (1.1). Integrando spaaate si ottiene che:



Xjs1/2

@dx+[au]xi*“Z =0, j00,
ot Xj1/2
Xj.1/2
ovvero
QU. N (aU)(X.-+1/z) _( aU)( )1(—1/2) =0,
ot ' h
dove

Xi+1/2

U;=h" J u( x) dx.

Xi.1/2

La (1.3) puo ora interpretarsi come un’approssimaziin cui si discretizzi la derivata temporale

con la differenza finita di Eulero in avanty; sia sostituita dau, e H,,;,, sia un'opportuna

approssimazione c(iau)( )gﬂ,z) :

1.2.1 Discretizzazione dell’equazione scalare

Nell’ambito dei metodi espliciti, i metodi numerisi differenziano a seconda di come viene scelto

il flusso numericdH. In particolare, citiamo i seguenti metodi:

1. Eulero in avanti /centrato (EA/C)

= =2 a7 ),

che e della forma (1.3) con

Hj+1/2 =%a(uj+l+ l’! ) )

2. Lax — Friedrichs (LF)

n+l n+1 n /1 1
u; :%(Ui +L5—1)_§a(l1p+ _Lf—l)’

anch’esso nella forma (1.3) con

Hiu :%[a(uj+l+ u )—/1‘1( Yo ljl)]

3. Lax — Wendroff (LW)

(1.4)

(1.5)

(1.6)

1.7)



2
ut=u —%a( Y- l]ln_l)+/]—2 af'( g -2 0+ Jl.ill) (1.8)
che si puo riscrivere nella forma (1.3) pur dimatere
Hj+1/2:%[a(ujﬂ"'l{)_/‘az(l]hl_ l;')} (1.9)

4. Upwind (o Eulero in avanti / decentrato) (U)

ne A o A
uj™ =y TS a(q - Lf-l)+§| 4‘( -2 40 Jull) (1.10)
corrispondente alla forma (1.3) pur di definiré medo seguente il flusso numerico:
1
Hiaz =5 a(Uat 4)-4( yim w) |- (1.12)

Il metodo LF rappresenta una modifica del metoddE#£onsistente nel sostituire il valore nodale

uj in (1.4) con la media dei valori nodali precedeute e successivai],, .

Il metodo LW si pud derivare applicando dapprimastdluppo di Taylor rispetto alla variabile

temporale:
n+l n nAt2
u™ =u"+(0,u)" At+ (0, U)" — th")

ove (0,u)" indica la derivata parziale di nel tempot". Quindi, usando I'equazione (1.1), si

sostituisced,u con —ad,u, e d,u con a’d u. Trascurando il rest@(At3) ed approssimando le

derivate spaziali con differenze finite centraiepeyviene alla (1.8). Infine, il metodo U si otie
discretizzando il termine convettivad ,u dell’equazione con la differenza finita upwind.
Tutti gli schemi precedentemente introdotti sonplie#i. Un esempio di metodo implicito e il
seguente:

5. Eulero all'indietro/centrato (EI/C)

n+ A n+ n+
u] l+Ea(uj+ll— q_ll): Y. (1.12)

Naturalmente, anche gli schemi impliciti si posssnovere in una forma generale simile alla (1.3)
in cui H" sia sostituito daH ™. Nel caso specifico, il flusso numerico sara aaatefinito dalla
(1.5).

Il vantaggio della formulazione (1.3) é che essa gssere estesa facilmente al caso dei problemi
iperbolici piu generali.



10

1.3 Analisi dei metodi alle differenze finite

Analizziamo le proprieta di consistenza, stabiétalissipazione dei metodi alle differenze finite

precedentemente introdotti.

1.3.1 Consistenza e convergenza

Per un dato schema numerico, I'errore di troncamétale € I'errore che si genera pretendendo
che la soluzione esatta verifichi lo schema nuroestesso.

Ad esempio, nel caso dello schema (1.4), indicatawcla soluzione del problema esatto (1.1),

possiamo definire I'errore di troncamento nel pu(’»tg t”) come segue:

00t =une ) o €)= (%0 8)
) At 2h '

Se l'errore di troncamento:

7(At,h) = n;;ax{r;‘

tende a zero quandét e h tendono a zero, indipendentemente, allora lo seheumerico € detto

consistente

Si dice inoltre che uno schema numericaceurato all'ordine p in tempe all’'ordine q in spazio
(per opportuni interp e ), se per una soluzione sufficientemente regolatgrbblema esatto, si
ha:

r(At,h) = O(AtP + ).
Utilizzando gli sviluppi di Taylor in modo opportan si pud allora vedere che l'errore di

troncamento dei metodi precedentemente introdatbraporta come segue:

6. Eulero in avanti o allindietro/centrato: O(At+ h);

7. Upwind: O(At+h);
h2
8. Lax — Friedrichs: O(E+At+ hzj;

9. Lax — Wendroff: O(At2 +h?+ h’A t) .

Diciamo che uno schemacenvergenténella norma del massimo) se:
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: N\_ " =
A[{mo(rr}gxw(xj )-u )= C

1.3.2 Stabilita
Diremo che un metodo numerico per un problema gt (lineare o non lineare)saabilese per
ogni tempal esistono una costan@. >0 (eventualmente dipendente g e ung, >0 tali che:
lu" k< C; [U° |, (1.13)
per ognin tale chenAt< T, per ogniAt, htali che 0<At<J,, 0<h<, e per ogni dato iniziale
u,. Si noti cheC; non deve dipendere dat e h. Spesso la stabilita richiede una condizione che

lega il passo temporale a quello spaziale.

La ||}, rappresenta una norma discreta opportuna, ad ésemp

1
o p
||v|k,p:£h_2\vj\"] perp=1,2, IV .= supy,; - (1.14)

j=—00
Si noti comel|v |} , rappresenti un’approssimazione della noflniél] ), perp=1, 2 0+,
Lo schema implicito di Eulero allindietro/centra(@.12) e stabile nella normgl]} , per una

gualunque scelta dei parameMt eh.

Nel caso in cui si abbia:

| ur n>1, (1.15)

< H un—l
A S

A,
(il che implica che la (1.15) sia verificata c@h = 1) lo schema é detfortemente stabileispetto

alla norma.||),

Osservazione 1.1Molto spesso nel contesto di problemi iperbolicicexcano soluzioni per tempi
lunghi (cioé perT I 1). In questi casi & normalmente richiesta la fatbilita dello schema, in

guanto essa garantisce che la soluzione numesadarsiata per ogni valore di.

Come vedremo, condizione necessaria affinché umensa numerico esplicito della forma (1.3) sia
stabile, & che il passo di discretizzazione tenlpoeaquello spaziale siano legati tra lora dalla

seguente relazione:

|ad | < 1, ovveroAt < |L| (1.16)



12

che viene dettacondizione CFL(da Courant, Friedrichs e Lewy) ed il numeed viene
comunemente chiamatmmero di CFLEsso € un numero adimensionale (essengta velocita).
L’interpretazione geometrica della condizione dibdlita CFL e la seguente. In uno schema alle
differenze finite, il valore d'u;1+1 dipende, in generale, dai valori di nei tre puntix.,. ,i = -1, 0,

jH

n+l

1. Allora la soluzioneu[™ dipendera solo dai dati iniziali nei pundi,; , peri = -(n+1), ..., (n+1).

Il cosiddettodominio di dipendenza numeridd, (x;,t") di u] verifichera, quindi:
D, (x,t") c {xDD :‘x—x‘.‘s nh:%}.
Conseguentemente, per ogni punto fiss&tp ) si ha:
D, (X, 1) O {XDD | x=¥ s%} :

In particolare, prendendo il limite pekt — O, e fissandad,, il dominio di dipendenza numerico

diventa:
D,(X,T) = {XDD | x=¥ s%} .

La condizione (1.16) e allora equivalente all’'irsibine:
D(X,t) 0 D,(x, 1), (1.17)
dove D(X,t) €& il dominio di dipendenza definito come:
D(X,T)={x00 | x=%-AT, k=1,...9. (1.18)

Si noti che nel caso scalapes 1e A, =a.

Osservazione 1.2 La condizione di CFL stabilisce, in particolaregechon esistono schemi alle
differenze finite espliciti, incondizionatamentealsiti e consistenti per problemi ai valori iniziali
iperbolici. Infatti, se fosse violata la condiziodé CFL, esisterebbe almeno un purto nel
dominio di dipendenza non appartenente al dominidigendenza numerico. Cambiando il dato
iniziale in X mutera allora solo la soluzione esatta e non gurlmerica. Questo implica una non-
convergenza del metodo e quindi anche la sua ilisiatlato che, per un metodo consistente, il
Teorema di equivalenza di Lax-Richtmyer afferma ¢aestabilita € condizione necessaria e

sufficiente per la convergenza di un metodo coestst

Osservazione 1.3Nel caso in cua = a(x, t)non sia piu costante nella (1.1), la condizion€@dL

diventa:
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h

sup la(x.t)’
X1 ,t>0

At <

e se anche il passo di discretizzazione spazialeeviatto variare si ha:

At < min h :
k sup  |at)
XX %erp), 0
essenddy, = X, = X,
Facendo riferimento al sistema iperbolico:
U, \M_g t>0, xOU,
ot 0X (2.19)

u(0,x)=u,(x), x00O

la condizione di stabilita CFL, del tutto analodja §1.16), sara:

dove{)lk,k :1,...,p} sono gli autovalori di A. Equivalentementf, < ———.
mflx|/lk|

Anche questa condizione puo scriversi nella forina7), nel caso che ogni retta xx= A, (t —t),

k =1, ..., p intersechi la retta temporate= T - At in punti xX* appartenenti al dominio di

dipendenza numerico.

Teorema 1.1 Se la condizione di CF{1.16) e soddisfatta, gli schemi upwind, di Lax-Friedgah

Lax-Wendroff sono fortemente stabili nella norfjidy , .

Teorema 1.2 Lo schema di Eulero allindietro & fortemente skabnella norma||C]} ,, senza

alcuna restrizione s\t . Quello di Eulero in avanti, invece, non € mai fonente stabile. Tuttavia

esso & stabile con costar®e = €' pur di assumere chat soddisfi la seguente condizione (pit

2
At (DJ |
a

restrittiva della condizione CFL)
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2 Cenni a problemi iperbolici non lineari

2.1 Equazioni scalari

Consideriamo la seguente equazione:

@+i|:(u):o t>0, xO0, (1.20)
ot ox

doveF e una funzione non lineare @di Essa e dettiussodi u in quanto su ogni intervall()a,,B)

di [ e verificata la seguente relazione:

d r?
EL u(x tydx= F(u ta))~ KU 1A)).

Per tale ragione la (1.20) esprime uUagge di conservazionéJn esempio classico & costituito

dall’equazione di Burgers in cli(u) = u®/2. Tale equazione in forma non conservativa si pud

scrivere (finché la soluzione resta regolare) come:
—+u—=0. (1.21)

L’equazione delle linee caratteristiche per la 1.2 x'(t)=u, ma poichéu e costante sulle
caratteristiche, si ottien&'(t) =costantecioe le caratteristiche sono delle rette. Ess® sl&finite
nel piano X,\) dalla mappat - (x+tu,(X,t), e la soluzione e definita implicitamente da
u(x+tu,(X) = y( B, Ot <t,, essendd, un valore critico del tempo in cui per la primdtadal
caratteristiche si intersecano. Ad esempigjse (1+x°)™, t, = 8//27.

In effetti, seu,(X) € negativa in qualche punto, posto:

_ 1
minu’, (x)’

pert >t_non puo esistere alcuna soluzione classica (owliestasseC), in quanto:

. (. . 0u
lim (IXEE &(X,t)jZ—oo.

totg

Consideriamo la Fig. 2.1: si nota come pert} fa soluzione presenti una discontinuita.



15

ta

XV

Figura 2.1. Sviluppo della singolarita

Per ovviare a questa perdita di unicita si intr@diiconcetto dsoluzione deboleer le equazioni
iperboliche: diciamo che é una soluzione debole di (1.20) se soddisfalkziane differenziale
(2.20) in tutti i puntixOO ad eccezione di quelli in cui e discontinua. Iresfu ultimi non si
pretende piu che valga la (1.20) (non avrebbe ademso derivare una funzione discontinua), ma si

esige che si verificata la seguente condizioriRatikine-Hugoniot
F(u)-F)=0o(y - y), (1.22)

dove u, ey, indicano, rispettivamente, il limite destro e stro diu nel punto di discontinuita, e

o ¢ la velocita di propagazione della discontinuita.condizione (1.22) esprime dunque il fatto
che il salto dei flussi e proporzionale al saltbadsoluzione.

Le soluzioni deboli non sono necessariamente unichedi esse quella fisicamente corretta € la
cosiddettasoluzione entropica.

Come vedremo piu avanti, nel caso dell’equazioreuldgers la soluzione entropica si ottiene come
limite, per £ - 0, della soluzioneu®(x,t) dell’equazione avente un termine di perturbazione
ViSCOsSO:
ou®  a 0°u’
+

Fu )=r———, t>0, xO0,
gt ox () 0x°

conu®(x0)=y (X).

In generale, possiamo dire che:
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10.se F(u) e differenziabile, una discontinuita ch@rsipaga con velocitar data dalla(1.22),
soddisfa la condizione di entropia se:
I:I(ul) 20 2 Fl(ur);

11.se F(u) non e differenziabile, una discontinuit@ ch propaga con velociter data dalla

(1.22) soddisfa la condizione di entropia se:

FU-FW) 5 5 FO-Fu)

u-uy u-u,

per ogni u compresa tra, ey, .

Esempio 2.1 Consideriamo I'equazione di Burgers con la comheiiniziale seguente:

u, x<0,
Uy (X) =
W= e

dove u, e u sono due costanti Sg > u,, allora esiste una sola soluzione debole (che e
entropica):
u, Xx<oat,

. = {u X>ot,

r?

(1.23)

dove o = (y + u )/2 e la velocita di propagazione della discont@yidetta anchehoch. In
guesto caso le caratteristiche “entrano” nello ki{scveda la Fig. 2.2).
Nel casou, < u, ci sono infinite soluzioni deboli: una ha ancaddrma (1.23), ma in questo caso

le caratteristicheesconodalla discontinuita (si veda Fig. 2.3). Tale sotunda e instabile, ovvero

piccole perturbazioni sui dati cambiano in modd@asiale la soluzione stessa. Un’altra soluzione
debole é:

u| X<qt)
_ X
u(x,t) = T utsxsyt
u  x>ut



»
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Figura 2.3. Soluzione non entropica per I'equazione di Busger

ot X 0 X
Figura 2.2. Soluzione entropica per I'equazione di Burgers
T4
ur
U
—_— 1
ot X 0 X
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<

v
v

tu, tu X 0 X

Figura 2.4.Onda di rarefazione

Tale soluzione, che descrive un’onda di rarefaziendifferenza della precedente, € entropica (si
veda Fig. 2.4)!

Introduciamo ora il concetto di funzione entropidlesso entropico. Si dice che un problema
iperbolico (1.20) possiede una funzione entropigesietono una funzione strettamente convessa
n =n(u) ed una funziong/ = (u) tali che:
@(u)=n'(u)F(u).
La funziones e dettaentropiae ¢ e dettdlusso d’entropiaSi ricorda che una funziore si dice
convessa se per ogmew distinti e #1(0,1) si ha:
n(u+8(w-u) < 1-8)7(u)+6n(w).

Sen possiede derivata seconda continua, cio € equiagerichiedere che"> 0.

Osservazione 2.1Quella qui presentata € una definizione “materaatic entropia. Nel caso in cui
(2.20) governi un fenomeno fisico, € spesso pdssdsfinire una “entropia termodinamica”. Essa
risulta anche essere effettivamente un’entropia g¢ebblema differenziale nel senso

precedentemente descritto.

La forma quasi lineare della (1.20) e data da:

ou ou
—+F'(u)—=0. 1.24
p ( )ax (1.24)
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Se u e sufficientemente regolare, moltiplicando (1.2€r 77'(u) si verifica facilmente chey

soddisfa un&egge di conservaziorgel tipo:
on oY
—(u)+—(u) =0. 1.25
3t (u) o (u) (1.25)

Per un’equazione scalare € in genere possibileateodiverse coppie di funzionj e ¢ che

soddisfino le condizioni date.
Le operazioni illustrate per derivare (1.25) soatide solo seu € regolare, in particolare se non vi
sono discontinuita nella soluzione. Si possono pevware le condizioni che I'entropia deve

soddisfare in corrispondenza di una discontinugbansoluzione di (1.20) quando tale equazione
rappresenti il limite pee — 0" della seguente equazione modificata (dettaazione di viscosita

ou aF 02u

ot ax ax2 ' (1.26)

La soluzione di (1.26) € regolare per ogni > 0, ed effettuando le stesse operazioni usate

precedentemente si puo scrivere:

9+ 2 = e ) T4 = %[r/-(u)%}m'-(w(g_ij,

Integrando ora su un generico intervdlig, x,| [, t,] si ottiene:

_ 2 . ou , au
f(u)+f(u) dxdt=¢e| | 7'ux,))— (%, )=7'(u(x, ))— (%, 9| df
Y 0x o0Xx

t,

Xo 2
—£ I j (u)( j dxdt= R(£)+ R(€),
X

[

dove abbiamo posto

t ] 0
R(e)= sjf[a (U0, 0 (%, D=7 (U, ) (%, t)} d
1 ox ox

R, (&)= —EI j (u) dxdt

I R(&)=0.

Abbiamo
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Mentre, se la soluzione per - 0" del problema modificato presenta una discontinluitdgo una

curva del pianoxt), si ha che:
lim R,(¢) #0,
£-0

2
dato che l'integrale contenente il termiE%Ej €, in generale, non limitato.
X

D'altra parteR,(¢) < 0 per ognie >0, essend@?7/du® > 0, dunque la soluzione debole al limite

per & —» 0" soddisfa:
b
jj [M(u)+aw(u)}dxdt <0, OX, %t (1.27)
% ot 0x
[

In altre parole si ha:
9wy +%% (<0, t>0, xO0
ot 0X

in senso debole.
Vi & ovviamente una relazione tra quanto appent \@sla nozione di soluzione entropica. Se

'equazione differenziale ammette una funzione agi& /7, allora una soluzione debole e una

soluzione entropica se e solo gesoddisfa (1.27). In altre parole, le soluzionirepiche sono

soluzioni limite del problema modificato (1.26) per. 0".

2.2 Approssimazione alle differenze finite

Ritorniamo a considerare I'equazione iperbolica meare (1.20), con la condizione iniziale:
u(x0)=uy(x, x0O0.
Indichiamo cona(u) = F'(u) la velocita caratteristica.

Anche per questo problema possiamo usare uno scegptiaito alle differenze finite della forma

seguente:
uit =l = A(H L, — H ), (1.28)

dove H],, =H(u/,u’,) e H({CI) & il flusso numerico

L’interpretazione funzionale del flusso numericla &eguente:

tn+1

] 1
H j+1/2 i EJ:n F (U(Xj+1/2! t)) dt.
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ovvero HY,,, approssima il flusso medio attraverzq,,, nell'intervallo di tempo[t”,t”*l]. Per

avere consistenza, il flusso numerico deve verdéica
H(U,u) = F(U), (1.29)
nel caso in cul sia una costante. Lax e Wendroff hanno dimostth&y sotto Iipotesi (1.29), le
funzioniu tali che:
(e %) = Jim, o
sono soluzioni deboli del problema di partenza.
Sfortunatamente, pero, non € assicurato che leisoluottenute in questa maniera soddisfino la
condizione di entropia (ovvero non €& detto che ¢duzmoni deboli siano anche soluzioni
entropiche).
Al fine di “recuperare” le soluzioni entropichej gthemi numerici devono introdurre un’adeguata
diffusione numerica, come suggerito dall’analidia&ez. 2.1.
Riscriviamo a tal fine la (1.28) nella forma:
ul™t = G(u', U, 4.y, (1.30)
e introduciamo alcune definizioni.
- Lo schema numerico (1.30) e dettmnotonose G e una funzione monotona crescente in
ognuno dei suoi argomenti.

- Lo schema numerico (1.30) e déitoitato se esist€ > 0 tale chesup u] £ C.
jn

- Lo schema numerico (1.30) e detto stabile ssolazioni alle differenze finitau" e v" ,

ottenute a partire da due dati iniziali differeati e v°, verificano:
0_,,0
‘ A s Cf Hu v HA’

per ognin=0 tale chenAt<T per ogni At e h sufficientemente piccoli. La costante, é

u" =y"

indipendente da\t eh, e ||}, € un’opportuna norma discreta, come quelle intiteda (1.14). Si
noti che per problemi lineari questa definizionegg@ivalente alla (1.13). Si parlera di stabilitétdo
quando si puo prendef@, = 1 per ognil > 0.

Ad esempio, ponendo, per semplicitg =F(u;), lo schema di Lax-Friedrichs corrisponde a
prendere:

1 1
Hj+l/2 ZE[F]'+1+ Fj _;(Uj a~Uu )} )

nella (1.28).
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Si dimostra che questo metodo e consistente, lst@bimonotono, purché valga la seguente

condizione (analoga alla condizione CFL gia vighaaso lineare):

|F(uf)

%51, 0jo0  OnO0 . (1.31)

N.N. Kuznetsov ha dimostrato che schemi monotorii tg® (1.30) sono limitati, stabili,
convergenti alla soluzione entropica e hanno umietezza al massimo del primo ordine sia
rispetto al tempo che allo spazio, ovvero:

ul —u(x,H js CQt+ h).

max
J

Essi sono in genere troppo dissipativi e non gemesatuzioni accurate e meno che non si usino
griglie molto raffinate.

Schemi di ordine piu elevato (i cosiddétigh order shock capturing schemesno stati sviluppati
usando tecniche che permettono di calibrare lapdis®ne numerica in funzione della regolarita
locale della soluzione, al fine di risolvere cometente le discontinuita (assicurando la
convergenza a soluzioni entropiche ed evitandollasini spurie) utilizzando globalmente una

dissipazione numerica minima.

2.3 Approssimazione con elementi finiti discontinui
Per la discretizzazione del problema (1.20) comigide ora I'approssimazione spaziale basata su
elementi finiti discontinui. Cerchiamo per ogr# 0, u, (t)OJW, tale che si abbialj =0,...m-1e

Ov, OP.(1))

I

J%Vhdx‘j F(w% dx H,(y) ¥( %)~ HOW M P=0, (1.32)
y

essendd =[xj X +1]. Il dato inizialeu. & fornito dalle relazioni:

Juﬁvhdx:j yvyd, j=0,.., ml
y h
La funzioneH; denota ora il flusso numerico non lineare nel nagde dipende dai valori di, in

X OvVvero:

H; (U, () = H; (W (%, 0, 4 (%, ). (1.33)
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Sej = 0 si dovra porrey, (x,,t) =¢(t), che e il dato al bordo nell'estremo di sinistaan(nesso

naturalmente che questo sia il punto di inflow).

Osserviamo che esistono varie possibilita di sgedtela funzioneH. Vogliamo tuttavia che tali
scelte diano luogo in (1.32) a schemi che siantugsazioni di schemmonotoni Questi ultimi,
infatti, pur essendo solo del primo ordine, sorabifit e convergono alla soluzione entropica.

Precisamente, pretendiamo che (1.32) sia uno scheonatono quando = 0. In tal caso, detto

us” il valore costanteli u, sul,, la (1.32) diventa:

hj%uS”(tH HE (), 2 (9) = H(E (D, §(9) =0, (1.34)

Xj+l
con dato inizialeu,?’(”:hj‘lj y,dx nellintervallo 1,, j = 0,..., m1, avendo indicato con
X:

j
h, = x.,,— X l'ampiezza dil; .
Affinché lo schema (1.34) sia monotono, il fluddaleve essere monotono, il che equivale a dire
cheH(v,w) é:

1. Una funzione Lipschitziana dei suoi argomenti;

2. Una funzione non decrescente in v e non cresgent;

3. Consistente con il flus$g ovveroH (U, ) = F(U), per ogni costantd .

Alcuni celebri esempi di flusso monotono sono iuseyi:

1. Flusso di Godunov

min FU) y<w

H(V,W): vSusw
maxF u) v>w

VSusw

2. Flusso di Engquist-Osher
H (v, W) = j max(F '), 0)du+ j min(F '(u),0)du F(0;
0 0

3. flusso di Lax-Friedrichs

H(V,W)=%[F(V)+ F(w-3d(w-y], o= max IF'G) |

infy uy( X)Sussupy W, (X)
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Il flusso di Godunov & quello che da luogo alla amiquantita di dissipazione numerica, quello di
Lax-Friedrichs e il meno costoso. Tuttavia I'espera numerica suggerisce che se il grado
aumenta, la scelta del fluslonon ha conseguenze significative sulla qualitdaggirossimazione.
Nel caso lineare, in cur(u) = au, tutti i flussi precedenti coincidono e sono ugual “flusso

upwind'’

—vrw_laf,.
H(v,w)=a 5 2(W \).

3  Metodo numerico per modello TLC

L’ equazione che descrive la dinamica della retet F(u)X =0, e stata discretizzata usando |l

metodo di Godunov ed il metodo cinetico. In patace il metodo di Godunov, essendo basato
proprio sulla soluzione dei problemi di Riemansulia essere il piu adatto ad essere sviluppato per
le reti. Si nota tuttavia che Godunov e’ uno schelelaprimo ordine, quindi la convergenza non é
molto veloce, ed inoltre da origine ad una non g@ediffusivita numerica. Di contro il metodo
cinetico € un metodo del secondo ordine e la cgarera risulta essere veloce a differenza del

primo.

3.1 Metodo di Godunov

Il metodo di Godunov é stato introdotto nel 1959 lperisoluzione dell'equazione di Eulero per i

gas dinamici in presenza di onde di shock.

Definiamo una griglia numerica irR" X(O,T) usando le seguenti notazioni:
* Ax é l'ampiezza spaziale della griglia;

At el'ampiezza temporale della griglia;

e (x, t)=(mx ) per nON e mOZ sono i punti della griglia.
Per una funzione v definita sulla griglia, definiamo v, =v(x,, t). Utilizziamo anche la

notazione uy, per u(x,, t,), quandou & una funzione continua nel piar{x,t) e (v)  per

m,n
m ed n che variano su un sottoinsieme di e N, rispettivamente.

Il metodo di Godunov si basa sulla soluzione dibpgmi di Riemann locali. In generale, la

soluzione (unica) del problema di Riemann
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u +F(u), =0, xOR, tO[0,T],
con dato iniziale

u sex<Oo,
se x>0,

r

é self - similar, ovvero
u(xt)=We( ¥ ty, u),
dove W, dipende solo dalla funzione di flussb ed e composta da due stati costanti e u, ,

separati da varie onde che partono dall'origiree@il velocita sono limitate da
max{‘F' (E)‘ & tray, euT} :
Cerchiamo una soluzione approssimata di tale pnadole
Assegniamo un dato inizialeuo(x) e approssimiamolo mediante/*, che rappresenta una
funzione costante a tratti definita iRx(0,+c).

Primo passo.

Il dato iniziale viene approssimato dalla sequenZa (v,ﬁ’j) nel seguente modo:

V2 =i :::uo (X) dx (1.35)

Allora, la funzionev, é:

VS(X) = \ﬁw XD( X172 erllz)’ mlZ.
Analogamente, data un'approssimaziefedi u al tempot =t_, poniamo:
V(%) = Voo XD (Kyaszr Xar2), MIZ.
Lo schema definisce!, ricorsivamente a cominciare dg.

SiaVv* (1) la soluzione del problema:

o,v+d,F(v)=0, xOO,tO®,,t.4),
{ t X ( ) (n n+1) (1.36)

V(% 1) =V (X 1)
Dato che v, appartiene aL°°(R), il problema ammette un'unica soluzione entropate puo

essere determinata esplicitamente almeno/tersufficientemente piccolo.

Si noti che se:

Atsup{ sup )‘F' (u)‘} <Lax (1.37)

m,n - ubl (Ur?l—llzyuﬁ‘muz 2
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un'‘onda, partendo d&,_,,,, non raggiungera le linex=x,, e x=x, prima del tempot,,,.

Secondo passo.

Definiamo ora:

PR e
vmlzg szﬂ(xrm) dx (1.38)

che rappresenta la proiezione della soluzioneasattuna funzione costante a tratti. Per ottenere
un'espressione semplice péf*, usiamo la formula di Gauss - Green per integiar@.38) sulla
cella (X120 Xmr2) X (0,A1) . Questo & possibile perché & una funzione costante a tratti regolare

e soddisfa la condizione di Rankine - Hugoniotarrispondenza delle discontinuita. Si ha che

0= j:”j:::(atwaxp(v))dxdt= [ ¥) =  x 1)) dx j:”[ ¢ - €0 ))]

m-1/2

Sotto la condizione CFL

Atsup{ sup )‘F'(u)‘}sAx, (1.39)

m.n UD'(U%—uzyunnwz
le onde non influenzano la soluzione ¥= X.,,,,, per tD(tn,tM). Quindi, le soluzioni sono

localmente date dai problemi di Riemann e, in paldre, il flusso inx=x.,,,, per tD(tn,tn+l) e
dato da:

F(u(x 1) = F(We(0: Vr ).
Poiche il flusso e invariante rispetto al tempooatmuo, possiamo portarlo fuori dal segno di

integrale e ottenere:

V= v;]—%( F(Wa(0: Vi, )= H W 0: 9, \?,))) . (1.40)

Abbiamo che:
9°(u,v) = F(V\A(O; u \))

cosi che il flusso numericg® ha I'espressione:

min F(w) seus<y,
g° (u, V) _Jwduy

maxF (w) sevs<u.

wu, v

In particolare, per il flusso stiamo considerando:
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min(F(u),F(v)) se us< vy,

ge(u V)= F(U) sev< u<ag,
’ F (o) sev< o<y,
F(v) seog<v<u

Lo schema, sotto la condizione (1.39) puo esseittosoella forma:

it == (0 (v ) - oF( Vi ):

Condizioni al bordo

Si supponga di assegnare una condizione al bord® del tipo:

u(0,t)=p,(t), t>0,

e di voler studiare I'equazione solo per 0. Consideriamo ora il problema:
u+F(u) =0, xO1, tO[0T],
u(x0)=u(x, >l
u (0.t)=u(t), tO[0,T],

dove | & un intervallo aperto contenuto Ry u, 0C*(1), u,(t)0C*((0,T)), FOC'(R). Non &

semplice trovare una funzione che soddisfi il problema nel senso classico, perah generale,

non si puo assumere il dato al bordo. Ad esempimrssideri il problema scalare

{ut -u, =0, R*x(0,T), (L.41)
u(x0)=w (), R™x{q.
Questo problema ammette un'unica soluzione glohglg t)=uy,(x+ 1) in (0,+c)x(0,+e),
quindi la condizione:
u(0,t)=u,(t), t=0 (1.42)

non e consistente. D'altro canto, per il problema:

{ut+uX=O, R"x(0,T),

u(x0)=y (¥, Rx{¢,

occorre che sia imposta la condizione (1.42). &sdimpio precedente, & evidente che la

(1.43)

necessarieta di assegnare una condizione al contoiegata alla funzione di flusso. Un modo
rigoroso di assegnare una condizione al contordefi@ito in [Bardos, La Roux, NedeleComm.
Partial Differential Equations4 (1979), 1017 - 1034] e si pud concludere che ladione al

contorno si applica quand& (u,)>0. Quindi, abbiamo che:

u(0,t) =u,(t)
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solo per valori dit tali che F (u(O,t)) > 0.

Nella pratica, si procede inserendo una cella fantae definendo:

6260 (0 ¥)

dove
1 tn+1
n =
u'(t) = N J'tn p, (t) dt
prende il posto div",.
Un dato al bordo uscente pu0 essere trattato iniemamnaloga. Sia x<L=x,. Allora, la
condizione formale e:

u(Lt)=p,(t),

e quindi si ha che:

dove

n 1 (t
w5 ()= (1) dt

prende il posto divy,,, che € un valore della cella fantasma.

Condizioni alla giunzione
Per linee entranti in un nodo, poniamo:
n+l _ . n _E

Vv =W AX(J’}I_ gG(\ﬁ—l’ \48))!

mentre per linee uscenti, si ha che:

v = -2 o) - 7).

dove y; e J; sono i flussi massimizzati dove il sottoindice indica le linee entranti e il

sottoindice j indica le linee uscenti.

3.2 Metodo cinetico

Presentiamo qui un metodo di approssimazione ali®m che €& chiamato metodo cinetico.
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Descriviamo il metodo per un problema al contorsiresso dalle equazioni:

ut +F (u)x = O’
u(x0)=u (%, x0, (1.44)
u(0,t)=u,(t), t=0.
Abbiamo che u(x, t) OR per x=20, t=0, e F e una funzione di Lipschitz continua.
Un'approssimazione del problema (1.44) si otties@vendo il seguente sistema N equazioni
non lineari:

I3 £ 1 £ £
3, f5 + A0, 1! :E(Mk(u)— i), (1.45)

dove i parametrid, rappresentano delle velocita assegnate (non zett®), £ € un parametro

maggiore di zero,f’ : R" X[O,T] - R. Assegniamo il corrispondente dato iniziale eaatlb:
£ (x0)=M, (w (), xOR", £(0,9= M (u()) DA,>0et= 0 (1.46)
Le funzioni M,, k=1,N sono le funzioni Maxwelliane che dipendono d&, F e A,. Affinche,

quando £ - 0, si abbia convergenza di° =Y., f° verso la soluzione della (1.44), imponiamo

la seguente condizione di compatibilita:
N N
DM, (u)=u, DAM,(u)=F(u). (1.47)
k=1 k=1

Una condizione sufficiente per la convergenza e heia monotona non decrescente (MND).su

Allora, viene soddisfatta la seguente condizione:

min A, < F (u)< max, , per tuttele udl |

Approssimazioni cinetiche
Modello a tre velocita.Ragionando in merito a piu velocita, si ha uno swheli approssimazione

pit preciso. ConsideriamoN =3 e le velocita A,=-4,=4>0, A,=0. Il sistema cinetico

approssimato ha le funzioni Maxwelliane individudge
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1 0, seus<s,
M, (u)==
1(u) Alu(u-1)+=, seuzi,
1 u(l-u), seusi,
Ms(u)—; 1 seu=7;
4’ S

Al contorno, si impone chef, (0,t) =M, (u, (t)) e che le Maxwelliane siano MND.

Schema numerico
E' possibile ottenere uno schema numerico per ablgma iniziale/al contorno. Discretizziamo i

dati del problema mediante una funzione costairati@ e consideriamo, pek =1,2,3 :
1, =M, (up), 0snsM-1, £, =M, (W), MON (1.48)
1 =M, (u), 0snsM-1, 12, =M (&), mON.

(46)
Lo schema, scritto nella formulazione di Harterglude sia il primo sia il second'ordine di

approssimazione, si legge come:

1
mk = fnm,k(l_ Dnm—%,k) + Dnm—%,kfnm—l,k’ se Ak > 0,

1
i = f(1-D0 1, )+ DDy s 58 Ak > 0.

E' necessario assegnare il valore al bordof, =], solo per velocita positive.
Un'approssimazione del prim'ordine viene scelta cby,, , =&, :|/]k|At/Ax e in quel caso il
L,

sistema precedente e ben definito anche per0. Come approssimazione del secondo ordine, si
ha:

n _ 1_5 |:‘(0-m+, _Jn
Dm+%’k _fk (1+ Sgr(/‘k)AX 2 ‘ Alfkn mk)} !

dove
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con Afp, = fl, .~ fnc € minmod(a b)= min(| d | )20t
Se Af,, =0, poniamo D, =& =|A|At/Ax. Si noti che se4, >0, la (48) & definita per

m= -1, negli altri casi perm=0. Per entrambi i casi, la restrizione sul pass@teale

max
1<ksN

AAt < Ax.

In accordo alle condizioni di compatibilita (1.4%pviamo I'esatta soluzione del sistema e sussiste

l'identita

n+1 z f n+—

Condizioni al contorno e condizioni alla giunzione

Condizioni al contorno. Per m=0, consideriamo per il contorng”, =0. In questo caso, la

pendenzagy, puo essere definita come:

fh—fo T —M(ug
0", =minmod ——2£ 2 o k( b) A >0
' AX Ax

fh—f)
Ug,k:%’ Ak<0'

Quando m= N, lo schema per, <0 richiede i valorify,, ,, fy.,, che possono essere ottenuti

mediante la condizione di Neumann.

Condizioni alla giunzione.Al bordo destro (n= N) di linee connesse alle giunzioni sulla destra,

abbiamo bisogno dify,,, = Mk( f ‘1(;2)) per A, <0. Inoltre, usiamo la condizione di Neumann
fasox = Tk PErlinee non connesse sulla destra. Al bordstsin(m=0) di linee connesse sulla
sinistra, abbiamo bisogno del valorg}, =M ( f ‘1(1“/j)) per A >0. Sinotichej, e y, sono

i flussi massimizzati entranti ed uscenti desciittprecedenza, dove l'inversione del flusso é tale
che le onde nascano a partire dalla giunzionelaPprecisione, per linee entranti nella giunzione,

abbiamo che:
se uy 0[0,0] e j <F(u ) allora F™* f/)D[r(u,’j),l),
se uy 0[0,0] e j =F(u ) ,allora F™* () =uy,

se uy O[04 , allora F™(j;

)alo.),

con i =1, 2.
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